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Produit matriciel et algebre linéaire

Introduction

L’objet de ce petit texte est d’illustrer I’utilisation du produit matriciel en algebre linéaire et de donner une
ay gy, Z

interprétation du produit | : X

nl e np p

Point cours

® Qu’est ce que 2 matrices semblables ? 2 matrices semblables représentent le méme endomorphisme dans 2
bases différentes.

¢ Quelle relation lie 2 matrices semblables et qu’est ce qu’une matrice de passage ? Quel est son role ? Comment
I’utilise-t-on ?

¢ Une matrice de passage est-elle inversible ? quelle est son inverse ?

Utilisation d’une matrice — Présentation

* On se place dans un K -espace vectoriel E de dimension n € N, (el,.. e ) est une base de E.

€,

. (Vl,...,Vp) est une famille de vecteurs. On veut calculer les coordonnées de v = z,V, +... 4+ z,V, dans la base
(e,-06,)

Pour cela on décompose la famille (Vl,...,Vp) dans la base (¢,....e,) : Vi€ {l,...,p}, V, = Zahek .
k=1

p n n J4
Donc v = z,V, +... + Ipr = in [Z %ek] = Z[ xiah]ek .
i=1

- inversion des signes
i=1 k=1 . k=1
de sommation

» e

E : 17“ coordonnée
wiali

i=1

P N
Ainsi les coordonnées de u dans la base (e,,...,e, ) sont Z%% k™™ coordonnée .
i=1

y4
z :Iia’m‘ n'" coordonnée
i=1

Conclusion
® Le vecteur coordonnées de u = z,V, +... +z,V, dans la base (e),...,e, ) estle produit de la matrice des

m1
coordonnées de la famille (Vl,...,Vp) dans la base (e,,...,e, ) par le vecteur
T,
Ay ot Gy Ay ot Gy T
* La matrice est mat, (Vl,...,Vp) =|: : |, le vecteur coordonnées de u est | : X
a, - a, a, - a,| |z,

»Vp

¢ Suivant le choix de la famille (Vl,... |4 ) on illustre un certain nombre de notions du cours.
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Premiére utilisation — Matrice de passage p = n
e Ici la famille (V/,...,V,) est une base de E .

n

m1
n
® Le vecteur | | | représente le vecteur coordonnée d’un vecteur u dans la base (V,,...,V,) : u = Z 7V, .On
k=1
xﬂ
Il
souhaite déterminer les coordonnées de u dans la base (e, ...,e, ) . Pour cela on multiplie le vecteur | © | par la
ITI,
matrice des coordonnées de (V/,...,V, ) dans labase (e,...,e, ).
xl all a’lp xl
Les coordonnées de v dans la base de (el,...,en) sont donc mat(e . )(K,...,Vp)x = X
wn a’nl T a’np wn

Deuxiéme utilisation — Calcul de I’'image d’un vecteur par une application linéaire

e Soient f une application linéaire d’'un K -ev F' de dimension p vers F et, (ul,... , up) , une base de F'.
Z

¢ On prend toujours un vecteur v dont les coordonnées dans la base (ul,...,up) sont

z,

¢ Cette fois la famille (Vl,...,Vp) est la famille image de la base (ul,...,up) par I’application linéaire f :
(Vi V) = (£ ()01 (1))
L’image de u est f(u) = i:a:kf(uk) = imka .
i i .

* Pour avoir les coordonnées de f (u) dans la base (e,,...,e, ), on multiplie le vecteur coordonnées | : | de u

Z,

dans la base (ul,...,up) par la matrice coordonnées de la famille (Vl,... Vv ) = (f(ul),...,f(up)) dans la base

’p

(617"'76n,) . Cette matrice est appelée matrice de 1’application linéaire f dans les bases (u U ) et (el,...,en) .

. )(f) =mat, . (f(ul)""’f(up)) =mat, . (K,..-,Vp) :

“1»--7“;;)(’31»--«, Cn

mat(

Troisieme utilisation
C’est la plus générale. Elle correspond a ce qui a été fait dans la présentation. On adapte la famille (Vl,... Vv ) a

Vo

la situation et a ce qu’on veut faire.

Exercice

Cet exercice ne nécessite aucun calcul et ne fait intervenir que des connaissances élémentaires ou déja vues en
cours. Lorsqu’on sait bien articuler ces différentes connaissances, 1’exercice se fait tres facilement.
Soient I et F' 2 K-espaces de dimensions 3 et 4 respectivement. Soit v une application linéaire de F dans

F.Onnote B = (e,e,e,) unebasede E, C=(f,f. f; f,) et C' =(9,,9,.95,9,), 2 bases de F.
On définit u de la fagon suivante :
ule) = f+26 + f+ foule) =24 +4f +2f +2f etule)) =2/ + /i + L+ 1,

On donne aussi les expressions des vecteurs de la base C' = (g,,9,,94,9,) danslabase C = (f, /. f;. f,)
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h =39 +9+g9,+g,
h=9+39,+95+4
fy =9 +9,+395 + 9,
fi =90+ 9, +9; + 39,
o Comment calculer I'image de ze, + ye, + ze,
— dans C

— dans ('
par calcul direct puis matriciellement.

e Déterminer mat, (u) et maty (u).
C C'

e Im wu est-il un sous-espace vectoriel de E, de F'? Peut-on avoir « injective, surjective ? Quelle est la
dimension de Imu ?

Correction de ’exercice

u(ze, +ye, + ze;) = zu (e, ) + yu(e,) + 2u(e;)
o =x(f+2h+ L+ f)+yf +4f +2f, +2f)+ 22+ f+ £+ 1)
=(z+2y+22)f +z+4y+2)+(x+2y+2)f, +(z+2y+2)

Ou alors, on détermine la matrice mats (u) et on calcule les coordonnées de 1’image du vecteur dans
C

C=(fitnho i)
1 2 2 T+ 2y 422
2 41 v 2r + 4y + 2
maty =1y o T a2y ke
1 2 1 T+2y+z

e D’apres ce qu’on a fait précédemment :

31 1 1 1 2 2 7 14 9

1 3 1 1 2 41 9 18 7
matg (u) = mat,, (C) X mat(g (u) = 113 1 X 1 921 = 714 7|

1 11 3 1 2 1 7T 14 7

e Imu est un sous-espace vectoriel de F'. u ne peut pas étre surjective car Imu = Vect (u(e, ),u(e, ), u(e;))

etdonc Im u est de dimension 3 au plus. Or F' est de dimension 4. Donc Im u est strictement inclus dans F'.
Le rang de u est la dimension de Im u, c'est-a-dire le rang de 1’un de ses familles génératrices, c'est-a-dire le

rang de la famille (u(e, ),u(e,),u(e;)) .

On a la matrice coordonnées de cette famille dans la base (f;, f,, f;, f, ) . On peut I’échelonner mais un simple
examen suffit a voir qu’elle est au plus de rang 2 (les 2 premieres colonnes sont liées) et que est de rang au
moins 2 (la premiére colonne et la derniére colonne sont indépendantes). Donc (u (e),ule,), ule, )) est de rang
2et rg(w) =2.

Par le théoreme du rang, on obtient que dim (Ker f) = 1. Donc une base de Ker f est composé d’un seul
vecteur. L’examen de la matrice nous donne que 2¢, — e, a pour image 0, . Donc Ker f = Vect (2e, —e, ).

On aurait aussi pu travailler matriciellement.
On résout u (v) = 0, d’inconnue v € E . La décomposition de v dans (e,,e,,e,) est du type

v = ze, + ye, + ze,.
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1 2 2 0 T+2y+22=0
2 4 1" o 20 +4y +2=0

(v =0,)< Lo Y= ol ® Y +Z:O<:>etc...
1 2 1 ‘ 0 z+2y +2=0

Une suite avec quelques calculs a terminer...

Cadre

[NCJG -

0 1
Soit la famille (c,,c,,c,) dont la matrice de coordonnées dans labase B est: mat, , . (¢;,¢,¢) =1 3
13

Question
| Quelle est la matrice de I’application u dans les bases (c;,¢,,¢;) et (g,,9,,95,9,) ?

Correction

D’apres tout ce qu’on a fait, on trouve mat, .\ (w) = mat,, (C") x mat, (w) x mat, (¢, ¢, ¢, ).

C C
Sinon, on aurait pu calculer u(c, ),u(c,) et u(c,) et exprimer le résultat dans la base (g,,¢,,9;,9,) :
u(e)=ule, +e)=ule,)+ule,)=(f +2f + f, + f,)+(2f +4f +2f, +2f,) = ete...
]



